ВОПРОСЫ

 К ЭКЗАМЕНУ ПО ФУНКЦИОНАЛЬНОМУ АНАЛИЗУ

(СПЕЦИАЛЬНОСТЬ «ПРИКЛАДНАЯ МАТЕМАТИКА»)

5 СЕМЕСТР

1. Множества, отношения и отображения. 

2. Отношение порядка, примеры.

3.  Отношение эквивалентности, примеры.

4.  Аксиома выбора и лемма Цорна (формулировки).

5. Счетные множества. Свойства и примеры счетных множеств.

6. Теорема Кантора. Множества мощности континуум. Примеры.

7. Системы множеств (алгебра, полуалгебра, сигма-алгебра). Примеры. Теорема об алгебре, порожденной полуалгеброй (формулировка).

8. Определение меры. Примеры. 

9. Свойства мер: монотонность и сигма-полуаддитивность.

10. . Свойства мер: непрерывность сверху и снизу.

11. Внешняя мера, измеримые множества. Теорема о лебеговском продолжении меры (формулировка).

12. Меры Лебега-Стилтьеса и Лебега, их счетная аддитивность (формулировка).

13. Измеримые функции и их свойства (формулировки).

14. Простые функции. Аппроксимация измеримых функций простыми (формулировка).

15. Определение интеграла Лебега (3 этапа). 

16. Теорема Б.Леви, лемма Фату (формулировки).

17. Теорема о линейности интеграла и ее следствия 1 - 3.

18. Достаточное условие интегрируемости и теорема о сигма-аддитивности интеграла.

19.  Теорема Лебега о мажорированной сходимости.

20. Сравнение интеграла Лебега с интегралом Римана и несобственным интегралом (формулировки).

21. Функции ограниченной вариации. Интеграл Лебега-Стилтьеса.

22. Интеграл Римана Стилтьеса (формулировки).

23. Произведение мер и теорема Фубини (формулировка).

24. Знакопеременные меры. Теорема Радона-Никодима (формулировка).

25. Определение и примеры метрических пространств. Произведение метрических пространств. Подпространство .

26. Открытые и замкнутые множества и их свойства.

27. Предел последовательности в метрическом пространстве. Замыкание. Теорема о принадлежности замыканию.

28. Непрерывные отображения. Критерий непрерывности. 

29. Полные метрические пространства, примеры. Свойства полных подмножеств.

30. Принцип вложенных шаров и теорема о пополнении (формулировки).

31. Всюду плотные и нигде не плотные множества. Примеры. Теорема Бэра о категории.

32. Сжимающие отображения. Принцип сжимающих отображений 

33. Применение принципа сжимающих отображений к интегральным уравнениям Фредгольма 2 рода.

34. Компактность и предкомпактность в метрических пространствах. Примеры. Свойство Больцано-Вейерштрасса и критерий Хаусдорфа (формулировки).

35. Теорема Арцела-Асколи (формулировка).

36. Теорема о непрерывном отображении компактных пространств и ее следствие.

37. Векторные пространства, линейная независимость, размерность. Подпространство. Факторпространство. Примеры.

38. Нормированные и банаховы пространства, примеры. Неравенства Гельдера и Минковского (формулировки).

39.  Ряды в нормированных пространствах. Критерий полноты нормированного пространства.

40. Теорема Ф.Рисса о некомпактности шара (критерий конечномерности; формулировка).

41. Линейные ограниченные операторы, примеры. 

42. Равносильность ограниченности и непрерывности линейного оператора.

43. Норма оператора и ее вычисление.

44. Пространство LB(X,Y) и его полнота.

45. Свойства нормы в алгебре LB(X).

46. Односторонняя обратимость операторов, леммы об односторонней обратимости. Обратный оператор. 

47. Теорема об обратимости оператора, близкого к единичному, ряд Неймана.

48. Теорема об обратимости оператора, близкого к обратимому.

49. Теоремы Банаха об обратном операторе (формулировка) и ее следствие.

50. Теорема Банаха-Штейнгауза.

51. Сильная сходимость и сходимость по норме последовательности операторов, связь между ними.

52. Следствие теоремы Банаха-Штейнгауза, относящееся к сильной сходимости.

53. Линейные непрерывные функционалы, примеры. Сопряженное пространство.

54. Теорема Хана-Банаха для нормированных пространств (формулировка). Достаточность множества линейных функционалов (следствия 1 и 2).

55. Аналитичность вектор-функций, теорема Лиувилля для таких функций.

56. Общий вид линейных функционалов в пространствах C[a,b] и Lp (формулировки).

57. Спектр и резольвента оператора. Классификация точек спектра. 

58. Аналитичность резольвенты (формулировка). Компактность и непустота спектра.

59. Компактные операторы. Компактность интегральных операторов в С[a,b] и L2[a,b]

(последнее ​ без доказательства).

60. Свойства компактных операторов (доказать одно из них).

61. Уравнения 1 рода.

62. Теорема о собственных векторах компактного оператора.

63. Определение и примеры предгильбертовых и гильбертовых пространств. Неравенство Коши-Буняковского (формулировка) и его следствия.

64. Ортонормированные системы и ряды Фурье по ним. Равенство Пифагора.

65. Ортонормированный базис, примеры. Теорема о базисе (формулировка).

66.  Теорема о существовании счетного ортонормированного базиса. 

67. Теорема об изоморфизме гильбертовых пространств и теорема об общем виде линейного функционала в гильбертовом пространстве (формулировки).

68. Проекция вектора на подпространство. Теоремы о проекции. Ортогональное дополнение. Теорема о разложении (формулировки).

69. Сопряженный оператор в гильбертовом пространстве, его существование и свойства (формулировки). Примеры.

70. Самосопряженные операторы, примеры. Теорема Гильберта (формулировка).

71. Интегральные уравнения Фредгольма 2 рода с симметричным ядром. 

72. Теоремы Фредгольма (формулировки).

